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Subiectul I
1. Avem ci |x+1/<24 & 24 <x+1<24 & -25<x<23. Deci, A={-25-24;..;-1;0;1;...;22;23} ,
de unde obtinem ca multimea A are 25+1+23 =49 de elemente.

y=2-x—1

2. Trebuie sd rezolvam sistemul { . Obtinem ecuatia 2.-x°-3.x+1=2-x-1

y=2-x*=3-x+1

2-x2=5-x+2=0& x=2sau xzé. Deci, dreapta y=2-x—1 intersecteazd parabola y:2-x2—3'x+1
in doud puncte A(2;3) si B(%;Oj.

3. Avem ¢ 147 x=l+x1+7-x=(1+x) @147-x=1+3-x+3- 2+ @ X +3- X ~4x=0&
= x-(x2+3-x—4)=0(:) x=0sau x> +3-x—4 & xe {-4;0;1}.
4. Numarul submultimilor Iui A formate din doua numere impare este egal cu C52 =10, iar numarul

submulfimilor lui A formate dintr-un singur numar par este egal cu Cé =5. Conform regulii produsului,
numarul de submultimi cu 3 elemente ale multimii A, submultimi care contin exact 2 numere impare, este
egalcu CZ-Ci=10-5=50.

.. . + + .
5. Mijlocul segmentului [AB], notat cu M , are coordonatele M (xA : ‘B . VA > B ) =M (2;1), iar

_YA— B :—2—4

pantadreptei AB este egaldcu myp
XA —XB 1-3

=3, de unde rezulta ca panta mediatoarei segmentului
AB, notatd cu m, are proprietatea cd myp-m=—1. Obfinem cd mediatoarea segmentului [AB] este
dreapta ce trece prin punctul M (2;1) si are panta m= —% , deci are ecuatia y—yy, =m-(x—xy )&
= y—lz—%-(x—Z) & x+3-y-5=0.

Altfel, acest subpunct se poate rezolva astfel: notim cu P(x;y) un punct oarecare ce apartine mediatoarei

segmentului[AB] & d (P, A)=d (P, B) & \|(x=1) +(y+2)? =(x=3)* +(y-4)* & (x=1) +(y+2)* =
=(x=3)]+(y-4) @ -2 x+1+y’ +4-y+4=x—6-x+9+)’ -8 y+16 & 4-x+12-y-20=0 &

& x+3-y—5=0. Deci, ecuatia mediatoarei segmentului [AB] este x+3-y—5=0.
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2 1 . 1
Xx=—&&sin“x=—&
3 3

6. Din xe(O;%j obtinem cd sinx>0. Avem ca costz%(:)l—Z'sin

& sin? x = \/I S |sinx| =L . Prin urmare, sin x =i =£.
3 NE) J3 3
Subiectul al II-lea
1 m  m?
1. a) Matricea sistemului este A=| m m> 1 | Deci,
2

m 1 m
1 m ot l+m+n®> m 1 m L-L 1 m n’
2 GHOFG 2 2 2 2 L 2 2 2
detA=|m m 1 = |\l+m+m~ m 1 =(1+m+m )-1 m 1| = (1+m+m )-0 m-m 1-m|=
m 1 m l+m+n> 1 m 1 1 m 0 1-m m—n’
1 m m? 5 )
— 1- (m-1) (1-m)-(1+
:(1+m+m2)-0 m*—m 1-m® =(1+m+m2)- e = 1+m+m2)-m (m=1) (1=m)-(1+m) =
2 I-m m—-m I=m m-(1=m)
0O 1-m m—m
— 1 2 2 2
=(1+m+m2)-(1—m)2 moirm :—(m—l)z-(m2+m+l) z—[(m—l)-(m2+m+l)} =—(m3—1) .
1 m

Prin urmare, det A=0 < —(m—1)’ -(m2 +m+1)2 =0 (m—1)" =0 sau (m2 +m+1)2 =0 m—-1=0 sau

m*+m+1=0 m=1. Raspuns: m=1.

b) Presupunem prin absurd cd existd me R pentru care sistemul admite o solutie (xy;yp;20) CU X, Yo 20
x0+m-y0+m2-z0 =0

numere reale pozitive. Rezultad ca <m-xy+ m* - Yo +29=0. Adunind toate ecuatiile sistemului obtinem
m? “Xgt+ygtm-zy=0

(1 +m+m* ) (x9+y9+29)=0, ceea ce reprezintdi o contradictie deoarece xy+y,+z5>0 si

3 . . S g . -
1+m+m? ZZ>O pentru orice me R. Prin urmare, presupunerea facutd este falsa, deci pentru nicio

valoare a lui m , sistemul nu are o solutie (xy;Yg;2) Cu Xo» Yo, 2o Numere reale pozitive.

Observafie. Un numdr real x poate fi pozitiv (x>0), negativ (x<0) sau nul (x=0). Formularea din

enunt ,,numar real strict pozitiv”’ nu este corectd. Corect este ,,numar real pozitiv”.

. 5 . . . 5 2 2 2
¢) Asacamai sus notam cu A matricea sistemului. Din a) avem cadet A= —(m—l) -(m2 +m+1) = —(m3 —1) .

Daca det A=0< m=1, atunci A= , de unde obtinem cd rangul lui A este egal cu 1.

[ s—y

1
1
1

S w—y

Daca det A #0, adicd me R\{1}, atunci rangul matricei A este egal cu 3. Deci, rang A#2, Vme R.



2. a) Avem ci x*y:—%-(x—l)-(y—l)+1,de unde rezulta ci (x*y)*zZ(—%'(x—l)'(y—l)+lj*z=

=—%(—%-(x—l)-(y—l)+l—lj-(z—l)+l=i-(x—1)-(y—1)-(z—l)+l, pentru orice x,y,zeR. Dar,
x*(y*z)=x*(—%-(y—l)-(z—1)+1j:—%-(x—l)-(—%-(y—l)-(z—1)+1—1j+1:i-(x—l)-(y—l)-(z—1)+1,

pentru orice x,y,z€ R. Prin urmare, (x#*y)*z=x*(y*z), pentru orice x,y,z€ R, adicd legea de

compozitie ,,* ” este asociativa.
b) Legea de compozitie admite element neutru daca existd e€ R astfel Incat pentru orice x€ R sa avem

relatiile x*e=e*x =x. Fie xe R astfel incat x*e:x<:>—%-(x—1)~(e—1)+1:x<:>%~(x—l)-(e—1)+x—1:O<:>

e (x-1)- l-e—l+1 =0 (x-1) l-e+l =O<:>l-(x—1)'(e+1)=O.Cum ultima relatie trebuie sd
2 2 2 2 2

aibd loc pentru orice xe R, rezultd cd e+1=0<e=-1. Pentru a termina demonstratia trebuie sa
verificdm ca pentru orice xe€ R are loc (—1)*x = x. Prin calcul, obtinem (—1)*x= —% (=1-1)-(x=1)+1=
=x—14+1=x, pentru orice xe R. Deci, legea de compozitie ,,*” admite e =—1 ca element neutru.

¢) La subpunctul a) am demonstrat ca x*(y#*z)=(x*y)*z :i-(x—l) (y=1)-(z=1)+1, pentru orice

x,y,z€ R . Deci, x*x*x=3<:>%'(x—1)3+1=3<:>(x—1)3=8<:>13/(x—1)3 —Beor-1=2ex=3.

Subiectul al ITI-lea

1. a) Avem ca f(—x)Z(—x)3—3-(—x)+2=—x3+3-x+2,pentru orice xe R. Deci, lim /(x) =
x—>oof(—x)
3 2
=3 x+2 X3'(1_2+3 1_%+%
= lim ————= lim x3 xz = lim x3 xz =-1.
x—oo —x” +3.x+2 x_>mx3-(—l+2+3j x—)oo_1+72+73
x° x x° X

b) Calculand derivata functiei f obtinem f'(x)=3-x*-3=3. (x2 - 1) <0, pentru orice xe (—1;1) si

f'(=1)=£'(1)=0. Deci, functia f este strict descrescitoare pe intervalul [—1;1] (vezi tabelul de mai jos).
¢) Acest subpunct se poate rezolva in doua moduri: folosind metoda sirului lui Rolle sau metoda
grafica. Pentru inceput utilizadm metoda grafica.

Avem ci f'(x)=3-(x2—1)$i f"(x)=6-x, pentruorice xe R, lim f(x)=—c0, lim f(x)=+0,
X—>—00 X—>+oo

f'(x)=0exe{-L1;1}, f"(x)=0=x=0, f(x)=0& xe{-2;+1}.

X —oo -1 0 +1 fo0
f'( x) +++++++++++++ 0 ———————————— 0 +++++++++++++HH++++
f(x) —oo / 40N 20N o A
f"( x) ————————————————— 0 ++++++++++H+++H+H



/\ Numdrul de solutii ale ecuatiei f(x)=m, me R este
L\ o = egal cu numarul punctelor de intersectie dintre curba

/ y=f(x) si dreapta y=m, me R. Observam ca
: =2 = A LD 7

dreapta y =m intersecteaza graficul functiei f 1n trei

puncte pentru me (0;4).
Raspuns: me (0;4).

Rezolvand acest subpunct prin metoda sirului lui Rolle, consideram functia g:R >R, g(x)=f(x)-m=
=x-3.-x+2—-m. Avemci g '(x) =3-(x2 —1), VxeR, g'(x)=0=xe{-L1}, g(-1)=4-m, g(1)=—m,

lim g(x)=—oc, lim g(x)=-co. Datele de mai sus se pot organiza sub forma unui tabel de tipul:
X—>—o0 X—>+o0

X —oo -1 1 +o0 Discutie
g'(x) 0 0
m )C) —o0 4—m —m +o0
me (—;0) - + + + X € (—oo1)
m=0 - + + x € (—o031) si

X, =0 este radacina multipla (dubld)

me (0;4) - + - + x € (—o031), xp € (—1;1), x5 € (1;+00)
m=4 - 0 - + x; =—1 este radacind multipla (dubla) si
x5 € (15+0)
me (4;+o0) - - - + X1 € (I;+00)

Din tabel deducem ca pentru me (0;4) ecuatia g(x)=0<« f(x)=m are trei solutii reale distincte.

Raspuns: me (0;4).
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2.a) Avemca I, :I(l—xz) dx=j(x4 —2.x* +1) dr=| -2 4x
5 3

0 0

b) Folosind criteriul lui Weierstrass, trebuie s demonstram c sirul (7,,)

51 ©ste monoton si marginit.

Dacd xe [0;1], atunci 0<1—x? <1, de unde rezulti ci OS(l—xz)n <1, Vxe [0;1] si Vne N*. Prin




urmare, 0-(1-0) < (1_x2)" dx<1-(1-0), pentru orice ne N*, adicd 0< 1, <1, pentru orice ne N*, deci

O ey —

. .. . . : 2\ ; 2\"
sirul (1, )n>1 este marginit. Pentru monotonia sirului calculam 7, -1, = .[ (1— x ) dx —J-(l -X ) dx =
0 0
1

:.:[{(l—xz)nﬂ—(1—x2)n}dx=.:[{(l—x2)n -(1—x2—1)}dx=![(—x2)-(l—x2)n} dx <0, pentru orice ne N*,

0
n
deoarece (—x2 ) . (1 - xz) <0, pentru orice x€ [0;1] si pentru orice ne N ¥, de unde deducem ca sirul
(1, )n>l este monoton descrescator. Am demonstrat ca sirul (I " )n>1 este marginit si monoton descrescator,

deci, conform criteriului lui Weierstrass este convergent, ceea ce trebuia demonstrat.

¢) Efectuam schimbarea de variabild x = cos? si obtinem cd I, = j (1 —cos? t)n -(—sint) dt &

z
2
z z z
2 2 z o2
:jsinz'"+lt dt . Avem ca Inzj(—cost) sin*"¢ dr=— cost-sinz'"tg J( cost)- (sinz'"t)'dtz
0 0 0
z z z
2 2 2
=2-n-jcos t-sin?" 't dx=2-n- j(l—sinzt) sin?" 't dx=2-n- j(sm sin 2'"+1t) dt . Deci,
0 0 0
1,=2-n-1, ,—2-n-1,, pentru orice ne N*, de unde deducem cd (2-n+1)-1, =2-n-1,, pentru orice

% .
ne N, ceea ce trebuia demonstrat.



